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1 LPまわりのトピック
LP(Linear Programming)とは線形計画問題のことである．

1.1 LPの標準形とその双対問題

まずは LP の標準的な形を記述する．A は定数行列，b, c は定数ベクトル，ベクトルに対する不等式（例えば

Ax ≤ b）は全ての要素に対してその不等式が成立することを表す．また,これ以後最適化問題の一番上に記述され
ている最大化/最小化したい関数のことを「目的関数」と呼ぶ．

LP標準形

maximize cT x (1)

subject to Ax ≤ b (2)

xi ≥ 0 i = 1, . . . , n (3)

双対 LP標準形

minimize bT y (4)

subject to AT y ≥ c (5)

y j ≥ 0 j = 1, . . . ,m (6)

ここで, Aは m × n行列，c, xは n次元列ベクトル，b, yは m次元列ベクトルである．

この二つの最適化問題は互いに対応することが知られており,片方を主問題,もう片方をその双対問題と呼ぶこ
とが多い．

例 :

A =

 1 1
5 2

 , b =  1
3

 , c =  2
1


のとき，最適解は x = (1/3, 2/3), γ = 4/3である．図を描けばわかりやすい．これの双対LP解は y = (1/3, 1/3), γ = 4/3
である (γは最適値を表す)．このように主問題に最適解が存在すれば双対問題にも最適解が存在し，主問題の最適
値と双対問題の最適値は一致する (強双対定理)．また,双対問題の双対問題も考えられるが,これは主問題と同値
な問題となる (演習問題か何かで出そうな内容)．
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1.2 双対 LPに変換するための表

前節のように標準形を介すことで任意の LPからその双対問題を作ることができるが,わざわざ標準形に直すの
は面倒なのでより一般の場合に機械的に適用可能な変換表を下に用意した．

最小化問題 最大化問題

変数制約 一般制約式

x ≤ 0 ≥
自由 =

x ≥ 0 ≤
一般制約式 変数制約

≤ x ≤ 0
= 自由

≥ x ≥ 0

不等号に対する左辺と右辺の内容が明記されていないが,先ほどの標準形で示した内容と同じ向きである 1．例

えば最小化問題での変数 yには非負制約 (≥ 0)があり,その変数に対応する制約は最大化問題における Ax ≤ bで

ある．いま紹介した関係は下の表におけるの 3行目に対応する．

1.3 そもそも双対問題はどういう問題か

「はい,これが双対問題です」と言われても普通はピンとこない．「主問題が与えられた時の双対問題はどういう
意図で導出されたのか？」と考えるほうが自然だと思う．

詳しいことはこの文章で書く気がないが, http://www.dais.is.tohoku.ac.jp/˜shioura/teaching/mp11/
mp11-05.pdf(2016.12.02確認)あたりが参考になると思う．
ざっくりとその順序を書くと次のようになる．

1. 最小化問題 (これを主問題とする)の最適値の下界を何か求めたい

2. 制約式をうまく足し合わせて目的関数を下から抑える形にすれば下界をひとつ得られる

3. もっともいい下界を求めたくなるのでそれの最大化問題を作ってみる . . . これが双対問題

このため,双対問題の変数は主問題の制約式に対応し,双対問題の制約式は主問題の変数に対応することになる．

1.4 実装など

一般の LPを解くアルゴリズムは内点法,シンプレックス法の枠組みの中で多様ななものが知られている．コン
テストで使いたいのであればシンプレックス法を使うべきだろう．ただ,二段階シンプレックス法はバグを埋め込
みやすいこともあり,リンク先の Parametric Self-Dual Simplex methodが楽ではないかと思う．
https://github.com/spaghetti-source/algorithm/blob/master/math/SimplexMethodLP.cc

著者もそんなに利用したことがないので長所短所は把握していないため,そういう情報があれば教えてほしい．

1ただし、この表において変数に対する制約は x ≤ 0のように片方が 0であるようなものに限定する．x ≤ 4などの制約であれば、これは制
約式側の変換規則を使ってほしい．
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2 主要問題

2.1 最短経路問題と LP

この節では次の 3つのトピックを紹介する．
1. 自己ループ無し最短経路問題について．
2. LPで解いた時の解と Bellman-Fordで解いた時の解の違い．
3. 2を実際の問題で気を付ける必要があるか．

1について．
自己ループが無ければ，最短経路問題は LPの形で書くことができる．発想としては，後述する最小費用流の特殊
ケースと思えば良い．さらに，この LPの双対を考えることができ，かなりシンプルな形の式が出てくる．競技プ
ログラミング界隈では，差分制約，俗に牛ゲーと呼ばれる．これは POJ3169(Layout)に登場する牛から来ている．

これ以後 δ+v は頂点 vから出る辺の集合を表し，δ−v は頂点 vに入る辺の集合を表すものとする．

次に示す主問題の変数 yeはフローの意味で流量の意味を持つ．つまり,考えたい s-t経路上の辺は ye = 1で他は
0にしたい. この制限下で目的関数を最小化すると思い,標準形のフレームワークに合わせると次のような形にな
る 2．

LP主問題 (|E|変数， |V |制約)

minimize
∑
e∈E

ceye (7)

subject to
∑
e∈δ−v

ye −
∑
e∈δ+v

ye ≥ 0 v , s, v , t (8)∑
e∈δ−v

ye −
∑
e∈δ+v

ye ≥ 1 v = t (9)∑
e∈δ−v

ye −
∑
e∈δ+v

ye ≥ −1 v = s (10)

ye ≥ 0 e ∈ E (11)

この定式化について,yeの整数性 (つまり ye ∈ {0, 1})をさらに課すべきではないか,と思われるかもしれないが,こ
の LPは非常に特殊なので,最適解が必ず整数になるという特徴がある 3．このため整数性を新たに課す必要は無い．

LP双対問題 (|V |変数， |E|制約)

maximize pt − ps (12)

subject to p j − pi ≤ ce e = (i, j) ∈ E (13)

pv ≥ 0 v ∈ V (14)

双対問題で現れる変数 pの名称は「ポテンシャル」の気持ちでつけている．つまり各頂点に高さのような別の頂

点と比較可能な量を導入したという気分である．実際,制約や目的関数はそのポテンシャルの差分で表現される．
2.について．

Bellman-Fordを走らせた場合と LPで解いた場合の差異を考える．この時に重要なのは Bellman-Fordの実装であ
るが，初期値として sのみ距離 ds = 0，それ以外の全ての頂点 vの距離を dv =INF4 としておき，更新が起きれば

順次更新する，という事にする．この Bellman-Fordを走らせた時に負閉路が検出されれば双対問題は解が存在せ

2ここでの定式化は何通りも考えられ, これはあくまで一例．制約はイコールでももちろん OK. この場合双対問題のポテンシャル変数の非
負制約が消えるだけなのでやはり問題として大差は無い．

3詳しくは totally unimodular,全ユニモジュラを調べてください
4INF は十分大きな量のこと
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ず，主問題では負の方向へ発散となる．同じく Bellman-Fordを走らせた時に距離 dt が INFのままなら，双対問題
では正の方向へ発散，主問題では解なしとなる．

ここで,LP双対問題を解いたときの差違に気をつける．気を付けなければいけないのは，sから tの経路に含ま

れ得ないような負閉路が存在するときである．この時には LPは主問題で負の方向へ発散，双対問題では解なしに
なる一方，Bellman-Fordでは dt の値が正しく出てしまう．Bellman-Fordを走らせるときに任意の頂点の近傍を調
べて更新するなら問題なかっただろう．

したがって，解きたい LPが差分制約の形をしていた時，それを最短経路用のグラフに直して最短経路問題を解
くことになるが，この時にはそのグラフでの正確な s − t最短経路を求めてもおかしくなる場合がある．(著者もこ
のあたりは怪しいので間違っている可能性があります．間違っている場合には教えてください)

3.について．

（問題が無いケース）牛ゲーという名前のルーツである POJ3169 を見てみる．これをグラフに直すと，頂点
N から任意の頂点は到達可能であることがわかる．したがって，負閉路がどこかに存在すれば，[1, . . . ,N, . . . ,
(負閉路を何周もする), . . . , 1, . . . ,N]という，負閉路を含む経路を構成できる．したがって 2で危惧されたような
s-t経路に含まれ得ないような負閉路は存在しないことになる．つまり，2のようなことは考えずに最短経路を解
いてしまえば良い．

（問題があるケース）パソコン甲子園 2014予選問 10(=AOJ0304)を見てみる．これは先程の場合とは異なり，t

の指定がない．先頭が 1であることから，始点は頂点 1で，頂点 1は任意の頂点から到達可能であることがわか
る．この場合には，ある頂点 vを終点と固定した時に s-v経路以外にループが出来うる．具体的には，頂点 1から
到達不可能なところに負閉路を置けば良い．したがって，vを終点と固定した時には，s-v最短経路と最適解が異
なってしまう．この問題の場合には，そこに気をつけて最初に負閉路判定をし，負閉路が存在すれば不可能．負閉

路がなければ頂点 1から到達不可能な頂点が存在するかどうかを判定し，存在すれば INF,のようにしなければな
らない．（...が,どうもジャッジケースにはそのような微妙な入力は入っていないようであるのでどちらでも ACが
返ってくるようだ）

2.2 最大流問題とLP

最大流最小カット定理は有名な定理だが，ここではその定式化と，実際に最大流最小カット定理がどのように

双対になっているかを見る．また，定式化は [2]を参考にした．
与えられる定数は ci j であり，これは辺 (i, j)に流せる最大流量を意味する．
LP主問題
新たに辺 (t, s)を追加して xts を最大化する最大循環流問題として考える．

したがって辺 (t, s)を辺集合 Eに付け加えて E′ としておく．

この状況下で |E| + 1変数 |E| + |V |制約の次の式で書ける．

maximize xts (15)

subject to xe ≤ ce e ∈ E (16)∑
e∈δ−v ⊂E′

xe −
∑

e∈δ+v ⊂E′
xe ≤ 0 v ∈ V (17)

xe ≥ 0 e ∈ E′ (18)

E, E′ がそれぞれ登場していることに注意．

LP双対問題
主問題における vに関する不等式制約に対応する双対問題の変数が pであり，主問題における eに関する不等式
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制約 (xe ≤ ce)に対応する双対問題の変数が yであるとする．

この時次のような |E| + |V |変数 |E| + 1制約の次の式が書ける．

minimize
∑
e∈E

ceye (19)

subject to ye + p j − pi ≥ 0 e = (i, j) ∈ E (20)

ps − pt ≥ 1 (21)

pv ≥ 0, ye ≥ 0 v ∈ V, e ∈ E (22)

これが最小カットになることはなんとなくはわかるが，真面目な証明をしようとすると厳密性に自信がない．ひ

とまず説明をしようすると次のようになる．

yeをあまり大きくしたくないことを考えると pで生じる差はできるだけ小さくしたくなり，ps − pt = 1の場合が
最適ということはわかる．さらに ps, pt以外の数が pに登場しても嬉しくない．なので平行移動させて ps = 1, pt = 0
としてよい．これで頂点に対応する piのうちどれを 1にしてどれを 0にするかという問題になり ye はギリギリの

ところまで抑えるのがよいのでこれも 0, 1になり，結局最小カット問題になる．

2.3 最小費用流とLP

最小費用流も有名であるので LPとして書いてみる．最近は最小費用流の双対を用いる問題も複数問確認されて
いるのでそれの扱い方も後で紹介する．ただ,ここで紹介するやり方でもややこしい場合があり,変換ミスをやり
やすいと思う．

まず定式化のための準備をするが,今回は通常の最小費用流問題ではなく,次のような「最小流量制約付き最小
費用循環流問題」を考える 5．この問題では各辺に対して 3種類の定数が与えられる．これらは ci j, li j, ui j と表記

され，それぞれ (i, j)間に 1流すコスト，辺 (i, j)間に流す最小流量・最大流量を表す．
通常見られる最小費用流の形では,特別な頂点 s, tを用意して流量 F を流すときの最小コストを求める形になる

ため上記の形で扱えないように見えるかもしれない．しかし,これは「t − s間に辺を張り,lts = uts = F, cts = 0と設
定する」ことで上記枠組みに入る同値な問題に変換が可能である．また,逆に最小流量制約付き最小費用循環流問
題も通常の s − t最小費用流の形でかけることも有名である．詳しくは蟻本を見るのが良いだろう．

まずは最小化問題を LPの形で書いてみる．

minimize
∑
e∈E

cexe (23)

subject to xe ≥ le e ∈ E ...双対変数 ae (24)

− xe ≥ −ue e ∈ E ...双対変数 be (25)∑
e∈δ−v ⊂E′

xe −
∑

e∈δ+v ⊂E′
xe = 0 v ∈ V ...双対変数 pv (26)

双対変数は上記のような対応になるように a, b, pとするとき,この問題に対する双対問題は次のようになる 6．

5今回わざわざ最小費用循環流で書いた理由は, 特別な変数が無いため双対をとった後に意味づけをしやすいからである．
6 変換表で変換を行うとして、補足をする．　

まず、変数 x は ≥ 0, ≤ 0 のいずれの制約も入っていないので自由変数として扱う．もちろん le = 0 などの場合には適用できるが、今回はその
ような特殊ケースではないため、一般的な制約式として扱う。結局 x は自由変数なので，対応する双対の制約式はイコールになる．
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pu − pv

目的関数値

ce

0

傾き −le

傾き −ue

図 1: ある辺 eのポテンシャル差に対する目的関数値 (最大化版)

maixmize
∑
e∈E

leae − uebe (27)

subject to ae − be + pu − pv = ce e = (v, u) ∈ E ...主変数 x (28)

ae ≥ 0, be ≥ 0 (29)

この双対問題を観察すると,各頂点に対するポテンシャル変数 pの値を固定してみると他の変数 a, bは一意に定

まる性質があることに気づく．次に目的関数をみると,総和の形の要素をひとつずつ（つまり各辺 eごとに）見る

とこれは pu − pv に関する折れ線関数で pu − pv = ce を境に変化する形になる．

このことを図示して確認してみる．まず式変形をしておくと pu − pv = ce − ae + beなので,基準値 ceよりポテン

シャル差が大きくなれば −ueずつ目的関数値が増える．一方, ceよりポテンシャル差が小さくなれば leずつ目的関

数値が増える (つまり,傾き −le)．これを図 1に示した．この図を見ると傾きが逆になっているのがややこしいた
め,目的関数値を正負逆にして最小化問題として考えたほうがわかりやすい．
つまり、次の最適化問題を解くことを考えるのが都合よい．

minimize
∑
e∈E

uebe − leae (30)

subject to ae − be + pu − pv = ce e = (v, u) ∈ E ...主変数 x (31)

ae ≥ 0, be ≥ 0 (32)

このとき各辺ごとの目的関数値が図 2のように折れ線関数になるものを構成すれば自然に最小費用循環流に変
換できる．ただし，この最小化問題の答えは変換した最小費用流問題の解を正負逆にしたものだということに注

意が必要です．

このように最小費用流問題の双対を用いる問題の具体的な問題例は 4.1, 4.2で見る．

2.3.1 差分制約での例

2.1節で扱った最短経路問題は最小費用流問題の特殊例なので,その双対問題である「差分制約のもとでのポテ
ンシャル差最大化問題」をこの節の枠組みを使って最小費用流の問題に変換してみる．
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pu − pv

目的関数値

ce

0
傾き le

傾き ue

図 2: ある辺 eのポテンシャル差に対する目的関数値 (最小化版)

まず,差分制約を今回の制約に書き換える．これは v, u間のポテンシャル差が dvu以下なら利得 0,それより大き
ければ実行不可能なので利得を −∞としたい．これを実現するためには vから uに ce = dvu, ue = ∞, le = 0　の辺
eを張ればよい．

次に目的関数を今回の制約を使って書き換える．最大化したいのは pt − ps であり,今回の制約で書き換えよう
とすると pt − ps = ce − ae + be となってほしい．ce = 0, ue = le = −1とおけば今回扱いたい目的関数と合致するた
め,このような eを (s, t)の間に張れば良い．負の流量の辺が出来てしまっているが,これは辺の向きを逆方向にす
ることで解決する．

これで s, tの間に流量 1を流す条件での最小費用流が現れて、結局最短路問題の形になった．

3 他のフロー関係のトピック

3.1 Maximum Closure Problem / Project Selection Problem

Maximum Closure Problem (もしくは Project Selection Problem)とは次のような問題である．

N 個の要素がある．最初どの頂点も集合 Bに属しているが，これを集合 Aに移すことで利益を最大化したい．

要素 iが Aに属する時には利得 pi を得るという情報が与えられる．

さらに 3つ組の列 (x j, y j, z j)が与えられ，これは x j が Aに属し，かつ y j が Bに属していた時に z j(≥ 0)だけ損失
をすることを意味する．

この条件下で得られる利得の最大値を答えよ．

ちなみに「燃やす埋める問題」はこれを念頭に置くと非常に解きやすくなる．

さて、この問題に対する解は ∑
v∈V

max(0, pv) −maxflow(s, t)

で求めることができる．

ただし， maxflow(s, t)とは，
1. 要素に対応する点の他に，新しく s, tの頂点を導入した N + 2頂点のグラフの上に，
2. pv > 0であれば sから vに容量 pv の辺を張り，

3. pv < 0であれば vから tに容量 −pv の辺を張り，
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4. x j から y j に容量 z j の辺を張ったときの，

5. s-t間の最大流の値である．
最小カットを用いて解く問題は，この問題を通して考えると見通しが良くなる場合がある．

Project Selectionが適用できる問題例としては下記 4.4節の内容がひとつ．プログラミングコンテストチャレン
ジブック（蟻本）内にある問題では,wifi-towers, the year of code jamに適用が可能である．ただし,前者はストレー
トに適用するのに対して後者は少し状況がややこしいことに注意する．というのも二部グラフの性質を利用して

問題を言い換えているからである．

3.2 有理数フローについて注意

下記 Problemsでも紹介するとおり，有理数の最大流問題の解を求めなければならない場合がある．単純にDinic
のアルゴリズムにおいて intを doubleに変更すれば良いかというと，実際には調整が難しい (過去に泥沼にハマっ
た経験がある)．整数フローに直して解く方が正確性も勝るので良い．
特に，二分探索をするのであれば，分母と分子でそれぞれ整数の変数を持つと実装がしやすい．

4 Problems

4.1 AOJ2230; How to Create a Good Game

問題概要 : DAGが与えられる．DAGの最大長を維持しながら辺に長さを足す．足せる長さの合計の最大値を答
えよ．

4.1.1 以前の解法

とりあえず LPとして記述してみると，次のような形になる．|E| + |V |変数， |E| + 1制約．

maximize
∑
e∈E

ae (33)

subject to ae − x j + xi ≤ −ce e = (i, j) ∈ E (34)

xt ≤ D (35)

xv ≥ 0, ae ≥ 0 v ∈ V, e ∈ E (36)

この LPに対して双対を取ってみる．

minimize Dpt −
∑
e∈E

ceye (37)

subject to −
∑
e∈δ−v

ye +
∑
e∈δ+v

ye ≥ 0 v ∈ V, v , t (38)

pt −
∑
e∈E

ye ≥ 0 v = t (39)

ye ≥ 1 e ∈ E (40)

ye ≥ 0, pt ≥ 0 e ∈ E (41)

これは，pt を元々のグラフの頂点 tから t′ への辺の容量と解釈することで，最低流量 1の s-t′ 最小費用流であ
ると解釈できる．
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4.1.2 改訂版

2.3節の双対の意味づけを思い出せば,この問題はポテンシャル差による関数でかける．
まず,DAGの最大長 (= D)を維持する制約について考える．DAGの始点終点を作り s, tとしておけば問題は s, t

のポテンシャル差を一定に保つ制約を入れることになる．これは tから sに辺を結び,双対でいうところのポテン
シャル差が −Dより小さいときは利得を −∞として,−D以上の利得は 0と設定すればよいため, (t, s)に最大流量 0,
最小流量 −∞,コスト −Dの辺を張ることになる．つまり (s, t)に ue = ∞, ce = Dの辺を張ることと同じ．

次に辺に長さを追加できる制約について考えると,これは双対の意味でポテンシャル差が −de(2点間の距離)よ
り大きくできず、それより小さくすると 1ずつ利得が増えることになるので,ue = ∞, le = 1, ce = −de として辺を張

ればよい．

ここまでできれば最小費用循環流でのコスト最小化になり,めでたく最小費用流で解ける．

4.2 Bangkok Regional 2016 J

問題概要 (一次資料はhadroriさんの速報 : https://gist.github.com/hadrori/1178953f90ec9b102ba05178f26d7af4
) : 出版社は N( ≤ 200)冊の本を X日で出版しなければならない．i番目の本は印刷を開始してから出版までに Ai(≤
1,000,000)日かかり，Ci(≤ 1,000,000)だけコストがかかる．しかし，追加で Di(≤ 100)だけ払うと 1日短くでき,こ
れを複数回適用可能だが最短で Bi(≤ Ai)日までしか短縮できない．いくつかの組 (u, v)が与えられて，vの印刷作

業は uの出版より後に開始される必要がある．(組の数は最大で N ∗ (N − 1)/2) N 冊全ての本が X日以内に出版さ

れるのに必要な費用が最小となる出版の方法について，各本の出版開始日と短縮させる日数を出力せよ．そのよ

うな操作が存在しないときは”Impossible”と出力せよ．
解法 : Impossibleなケースは割愛。解が存在すればすべての本の出版開始日を定めればそれらの差分で目的関数
が定まるので 2.3節のように考える．
まず,X 日以内という制約について考える．これは新しい開始日頂点と最終日頂点を作って s, tとおいておけば,
最大化問題に対する目的関数に,pt − ps > Xであれば利得は −∞となる．これは t, sの間に cst = X, ust = ∞の辺を
張ることで表現できる．

次に与えられた組 u, vから生じる目的関数値について考える．もしポテンシャル差が pu − pv < −Auであれば,通
常の印刷をすればよいので何も起こらないので利得は 0になる. ポテンシャル差が −Au ≤ pu − pv ≤ −Bu を満たせ

ば,ポテンシャル差が 1増えると −Du ずつ利得が増える．そしてそれ以外のときにはできないので −∞だけ利得
がある．

これは折れ線な関数だが,折れている箇所が二つあり,2.3の枠組みでは (u, v)間に 1本の辺を張るだけでは表現で
きないことが分かる．しかし,(u, v)間に 2本の辺張るものと考えると表現が出来ることがわかる．具体的には,−Au

より小さいと 0,大きくなると −Du ずつ利得が増える関数と,−Bu より小さいと 0,大きくなると −INF ずつ利得が

増える関数があると思うと良い．これは vから uへ,1本目を c = −Ai, u = du, 2本目を c = −Bi, u = ∞という辺を
張れば良い．（最後の式の u = du について,左辺の uは容量,右辺の uは頂点を表していることに注意．

4.3 ジョブ割当問題

この問題は [1]から引用した．

問題概要 : n個のジョブと m人の作業員がいる．S iはジョブ iを実行できる作業員の集合である．以下の様な定
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式化のもとで xi j としてありうる最適解をひとつ求めよ．

minimize max
j=1,...,m

∑
i: j∈S i

xi j (42)

subject to
∑
j∈S i

xi j = ti i = 1, . . . , n (43)

(44)

まず，maxが出現した時の常套手段は，それを変数にし，maxの構成要素を制約式に持ってくることなので，次
のように式変形をする．

minimize T (45)

subject to
∑
j∈S i

xi j = ti i = 1, . . . , n (46)∑
i: j∈S i

xi j ≤ T j = 1, . . . ,m (47)

この式で，ある値 T を決め打ちした時に，目的値が T 以下の解が存在するかどうかは判定可能である．具体的

には，頂点 sと頂点 iの間に容量 ti の辺を張り，iと j(∈ S i)の間に容量無限大の辺を張り， jと tの間に容量 T の

辺を張って，
∑n

i=1 ti だけ最大流が流れるかどうかをチェックすればよい．

あとは T を二分探索すれば最適値を見つけることができる．

4.4 POJ3155; Hard Life

問題概要 : 無向グラフ Gが与えられる．この部分グラフの中で (辺数) / (頂点数)を最大化されるような部分グ
ラフを求めよ (頂点数 ≤ 100，辺数 ≤ 1000)

二分探索で解を求めることを考える．すなわち，(辺数)/(頂点数) > xなるような部分グラフが存在するかどうか

を判定する．

式変形をすると

(辺数) − x(頂点数) > 0 (48)

なる部分グラフを持つかを判定する問題になる．

(48)式の最大値が 0より大きいことを判定することは Project Selection Problemを適用すれば判別できる． 7

具体的には辺の集合と頂点の集合を合わせた集合から利得最大になるように要素を選ぶ問題と考えて，辺を選

ぶと利得が +1され，頂点を選ぶと利得が −xされると解釈すれば良い．さらに，ある辺を使用すればその両端点

は使用しなければならないが，この制約も Project Selection Problemで表現可能である．
したがって (パラメータ xによって作られた Project Selection Problemの解) > 0を判定する二分探索を実装すれ
ば良い．

7 Project Selection Problem において最適値は 0 以上の値になる．(48) 式の最大値は，部分グラフとして空のグラフを選べると考えれば 0
以上になる．しかし空グラフは元の問題の定義では定義ができない．したがって，最適値が 0 になるような x では元の問題の実行可能でない
解である可能性がある．そのため，(辺数) − x(頂点数) ≤ 0という式で考えようとしたり，他の問題でぴったり 0 になるときのグラフを復元し
ようと思った時には苦労する可能性がある．
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